CONTROLO DO PENDULO
INVERTIDO

QUESTIONARIO

Objectivos Modelizar um péndulo invertido rigido de comprimento L e massa M, supondo
uma entrada de binario. Simular em computador. Tentar estabilizar o péndulo em
ciclo aberto por manipulagéo directa do binario.

Estudar o controlo do péndulo em servocomando.

Estudar o controlo do péndulo em inversdo por regulagdo com um modelo linear.
Determinar um modelo de estado. Calcular um controlador com realimentagéao
proporcional derivativa (realimentagdo de posicao e velocidade angulares) capaz
de estabilizar o péndulo na regido de validade do modelo linear e com resposta
temporal adequada. Simular.

Estudar a situagdo decorrente de o actuador néao ser estatico.

1. Estudo do péndulo

Consideremos um péndulo rigido de massa M e comprimento L. O
péndulo ¢ suposto ideal: inexisténcia de atrito e haste de massa 0.

A origem da medida do deslocamento angular € ¢ a posicao de
equilibrio. A velocidade angular ¢ @ e a aceleracao angular ¢ « . L

Considerar-se-a M=0.1 kg e L=0.1 m.
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1.1 Mostrar que nas condigdes anteriores o péndulo ¢ descrito pela equagao diferencial:
JO = MgLsen 0 com J =ML’ (1.1)

1.2 Realizar um modelo de simulacdo e obter registos de simulagdo do comportamento
do péndulo para velocidade angular inicial nula e deslocamentos angulares iniciais de
/40, 7/2, #—0.1, 7, em intervalo de tempo apropriado.

1.3 Comparar os desvios de predicdo do comportamento entre o0 modelo (1.1) e o0 modelo

linearizado
JO = MgLo (1.2)

sobre um intervalo de tempo de 50s. Determinar por simulacdo o intervalo de valores de
deslocamento inicial em que a linearizagdo ¢ valida. Em particular: comparar o valor da
frequéncia de oscilagdo do modelo linearizado (qual a sua expressao?) com o modelo ndo-
linear.

1.3.1 Determinar um modelo de estado para (1.2).

1.4 Para o modelo (1.1), determinar analiticamente o valor de @(0)que para
6(0) =0 coloca o péndulo em inversdao #(w) = . Para tal, raciocinar com base na igualdade
das energias potencial e cinética. Observar o resultado da simulagdo com o valor
determinado. O comportamento simulado ¢ ideal? Se ndo €, indicar possiveis razdes para tal.

1.5 Modificar o modelo (1.1) de forma a reflectir a existéncia de atrito proporcional a
velocidade angular com constante de proporcionalidade B,. Estimar um valor de B, tal que
oscilagoes com €(0)= /40 se reduzam a menos de 2% do valor inicial em 2m30s. Este
valor pode ser estimado por tentativas em simulacdo ou pode ser determinado a partir do

modelo linear. Neste ultimo caso como?

2. Controlo do péndulo - ciclo aberto

Consideramos agora o problema de controlar a posi¢do angular ‘T/
do péndulo. Para tal vamos supor que se dispde da possibilidade de
aplicar ao eixo do péndulo um binario externo 7 conforme a figura.

2.1 Supondo o péndulo ideal (ndo-existéncia de atrito).
Modificar o modelo (1.1) de forma a reflectir esta possibilidade.

2.2 Qual o valor minimo de binario exterior de que se deve
dispor para que « > 0no percurso #(0)=0a & =rx (com »(0)=0)?

2.3 Verificar em simulag¢ao qual o comportamento do péndulo se
aplicarmos um bindrio 7 constante e de valor igual ao determinado
em 2.2?

2.4 Estimar por simulacdo o valor minimo de bindrio constante 9

capaz de provocar um comportamento do péndulo semelhante ao de
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2.3 (rotagdo continuada). Este valor € inferior ao determinado em 2.2. Porqué?

2.5 Vamos definir o seguinte problema de controlo de servocomando para o péndulo
(ideal): a partir de 8(0)=0e @(0) =0 colocar o péndulo numa posi¢ao angular desejada &,
no intervalo [0, 7]. Indicar razdes que tornam a solu¢ao matematica deste problema dificil de
implementar numa aproximacao de controlo em ciclo aberto (manipulagdo do binario exterior
T sem realimentagdo). Em particular para o caso 6, =7 mostrar que a solugdo ndo funciona

na pratica.

3. Controlo do péndulo — ciclo fechado

Considerar agora a aplicacdo de realimentagdo negativa para solucionar o problema

enunciado em 2.5 (péndulo sem atrito), segundo o diagrama:

Scope
T teta
In10Out1
I S N I N
Referéncia Péndulo
de posicao

3.1 Realizar simula¢des com diferentes valores de ganho Ky, para 6, =7 ¢ 6, =7/2 .
Que se conclui?

3.2 A realimentagdo de posi¢do origina um comportamento estdvel, mas penas
marginalmente — o péndulo oscila em torno da posicao desejada. Podemos suspeitar que tal se
deve a inexisténcia de atrito. Portanto: modificar o modelo do péndulo de forma a incluir
atrito nas condigoes de 1.5 e simular de novo. Que se observa?

3.3 A diminuigdo de oscilagdes observada em 3.2 sugere que uma realimentagdo negativa
de velocidade angular poderd melhorar substancialmente o comportamento (o efeito do atrito
aparece como uma realimentacao negativa de velocidade inerente ao péndulo).

Adicionar realimentagdo de velocidade (para o modelo do péndulo sem atrito), segundo o
diagrama:

Scope
[ W . 'I_> -

Referéncia Péndulo
de posicao
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3.3.1 Simular para 8, =7 /2 com diferentes valores de Ky e K,,. Quais as caracteristicas
da resposta. Existe erro em regime permanente?
3.3.2 Repetir 3.3.1 para 0, =x.

4. Controlo do péndulo em inversao

Os esquemas de controlo anteriores sdo insatisfatorios no seguinte sentido: o ajuste dos
valores dos ganhos de realimentagao nao foram realizados com base em teoria que permita
fazer o referido ajuste de uma forma sistematica e prever quantitativamente o efeito no
comportamento do sistema realimentado de variagdes nesses ajustes. A teoria dos sistemas
lineares permite fazé-lo, embora num dominio de aplicagdo mais restrito.

Para aclarar esta questao, vamos considerar um problema mais restrito a resolver com um
modelo linear: o controlo do péndulo em inversao por regulagao.

Mudamos a origem da medida do deslocamento angular & para a
forma indicada na figura. Nesta situagao € = 0corresponde a posi¢ao
desejada e o objectivo do sistema de controlo sera fazer com que ¢ 6
convirja para 0, se #(0) # 0, dentro dos limites de validade do modelo
linear.

4.1 Modificar o modelo (1.1) de forma a representar a nova
situacao.

4.2 Idem para o modelo (1.2), que se utilizara seguidamente.

4.3 O esquema de controlo que se utiliza agora representa-se pelo

seguinte diagrama:

teta
T Out1 ) ’
Lyl [
__’

Péndulo linear

Simular o comportamento do péndulo para 8(0) =7 /40 e diferentes valores de Ky e K,,.
Tentar obter uma resposta em que o péndulo regresse rapidamente a posi¢cao de inversao com
pouca ou nenhuma oscilagdo. Observar o esfor¢o de controlo, isto ¢ a evolugdo (e valor

maximo) de 7.



Controlo do péndulo invertido — Questionario /© Paulo Garrido - EEUM

4.4 Proceder ao estudo teodrico do sistema de controlo com base no facto de o seu modelo
ser linear. Isto pode ser feito de duas formas:

a) Obter a equacao diferencial linear que representa o sistema (ndo apenas o péndulo) e
estabelecer o seu operador de condigdes iniciais. As raizes do denominador deste operador
sdo os polos do sistema. O valor dos p6élos depende dos parametros do péndulo e dos ganhos
de realimentacdo. Mudando os valores destes ultimos pode mudar-se a posi¢ao dos polos e
logo impor um determinado coeficiente de amortecimento £ e frequéncia natural de oscilagdo
w,. Estes dois Ultimos valores determinam a velocidade de resposta e taxa de extingdo das
oscilagoes.

b) Uma forma alternativa, e porventura mais facil e compreensivel, ¢ através da
modelizacdo em espago de estados. A partir do modelo determinado para o péndulo em 1.3.1,
pode escrever-se um modelo para o péndulo com binario externo aplicado. A partir deste
modelo, e visto que o bindrio se exprime como uma combinacdo linear das varidveis de
estado fe w pesadas pelos ganhos Ky e K, podemos estabelecer um modelo de estado para o
sistema de controlo (ndo apenas para o péndulo) da forma:

X =Ax

y=Cx

Este modelo representa o comportamento do sistema para condi¢des iniciais ndo nulas —
x(0)#0, ou seja, o comportamento de regulacdo da posicdo do péndulo, se para um
determinado instante de tempo ¢ =0, o estado estd perturbado: x(0)#0.

Os valores proprios da matriz 4 (cujo valor numérico ¢ determinavel em Matlab® pelo
comando e1qg) sdo os pdlos do sistema e o raciocinio da alinea anterior quanto a frequéncia
natural de oscilagdo e coeficiente de amortecimento aplica-se. (A expressdo simbdlica dos
valores proprios determina-se a partir da equagado caracteristica de 4 ou por det(s/ —4)=0.)

4.5 Estabelecer especificagdes temporais da resposta em termos de (primeiro) tempo de
regresso a zero e tempo de estabelecimento (tempo apara a amplitude das oscilagdes diminuir
abaixo de um certo valor). Traduzir estas especificacdes em termos de frequéncia natural de
oscilagdo e coeficiente de amortecimento. Determinar valores de Ky e K, que satisfacam as
especificagcdes. Verificar a validade do projecto por simulagao.

4.6 O problema pode agora ser modelizado de uma forma mais realista se se considerar
que o transdutor que aplica o binario externo ao péndulo ¢ modelizado como um sistema de
primeira ordem. O sistema de controlo sera agora de terceira ordem. Realizar um estudo

sumario desta situacao.



