P Eis a dedugdo da dinamica do sistema péndulo simples:
(Nao se considera a massa da haste nem o atrito do ar)
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t+7,=-F, -L-sin(0)

7, : binario de atrito da junta;

F,: forga gravitica da esfera;

L : comprimento da haste;

0 : orientagao angular do péndulo.

\ 7 : binario resultante do sistema;
L

\ JO +c6 =—mgLsin(0)
M
myg sing
J : momento de inércia da esfera;
m : massa da esfera;
mg cosb ¢ : coeficiente de fricgdo da junta;
g : aceleragdo da gravidade (9.81m/s?).
nE
Fig. 1 - Péndulo simples JO +cO+mgL sin(é?) =0
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Sabendo que o momento de inércia J = I r“dm, e que sO se resume a uma particula na
. 2 .
extremidade, J = mL" . Por isso...
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9+%sin(6’)=0

Note que ¢ uma equagdo diferencial ndo linear, pelo que métodos especiais sdo necessarios para
o seu calculo. Eventualmente poderia se fazer a aproximagdo de Siﬂ(@) ~ 6 para 6~0, mas
perdia-se realismo na representacao de ¢ muito diferente de zero.

Para o célculo desta equagdo, usou-se o método de Runga-Kutta que resolve equacdes
diferenciais ordinarias de forma numérica. A fun¢do MatLab que implementa este método € o
ODE45 cujos parametros de entrada sdo os seguintes:

[t,0] = ode45 (odefun, tspan,0)
. do
Em que odefun, ¢ uma fungédo que relaciona 7 =f (H,t) , tspan ¢ a gama temporal no qual se
t

pretende conhecer 6, e 6, sao as condi¢des iniciais.

Como esta funcdo so lida com equagdes de 1* ordem e o que pretendemos resolver é de 2%, uma
técnica, denominada por redugdo de ordem, terd de ser implementada, em que fragmenta a
equacdo em duas e simultaneamente reduz a sua ordem para um. Eis o procedimento:
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Por isso...

p=%{pl}= c ng ={fl(t’p)}f(t,p)
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As condi¢des iniciais sdo definidas por...
l%(o) H(O)

p 0)= = .

( ) P (O) ‘9(0)

Por isso, a fungdo odefun, seguira a seguinte estrutura...
function dpdt=odefun (t,p)

C=...

m=...

L=...

g=9.81;
dpdt=zeros (size (p));
dpdt (1) =p (2) ;

dpdt (2) =-c¢/ (m*L"2) *p (2) -g/L*sin(p (1)) ;
Quem invoca a funcdo ode45, s6 tera de usar a fungado desta forma...

theta0l=...
Dthetal=...

t delta=[0:..:..];
pO=[thetal0, Dthetal];
t,thetal =ode45 (odefun, t delta,pO) ;
No fim da execugdo teremos um array theta de 2 colunas, em que a primeira contém os valores

de @ e asegunda de @ para a gama temporal indicada no array .

Outra alternativa que evita o calculo de equagdes diferenciais ¢ a ferramenta simulink (embora o
faca igualmente, mas de forma invisivel para o utilizador), em que basta construir um modelo

que representa o nosso sistema e, pela simulagdo, observar o comportamento de &, Oed.
Modificando o aspecto da equacdo diferencial atras deduzida. ..

0=-— mc 9—%sin(9)

L2

Facilmente construimos o modelo que representa o sistema (fig.2):

T

Acceleration

]

P
L

Welooity

1 ) theta

- - +
o= + theta

i

Integratar Integrator

¥
Dthetad thetan | Trigenometric
SR ML) Function

Gain

theta_sim

To Wodspace

O]

ToMfokspace

Fig. 2 - Modelo do péndulo (em simulink)

Note o uso de integradores para a definigdo das derivadas de €@ e a introdugdo de somadores, a

seguir a eles, que introduzem as condigdes iniciais (6, e 6,).



Resultados:
Simulou-se e registou-se os valores de 0 para a gama temporal de 0 a 50 segundos, com um

passo de 0.05 segundos. O grafico da figura 3 apresenta os resultados tanto no MatLab como no
Simulink com as seguintes condi¢des iniciais:
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Fig. 3 - Resultados de Theta em MatLab (azul) VS Simulink (vermelho)

Embora o comportamento seja idéntico, os resultados fornecidos pelo Simulink apresentam-se
adiantados relativamente aos do MatLab. Tal motivo ainda continua por esclarecer...

Uma nota que vale a pena referir, € o facto de que o nosso modelo matematico desenvolvido nao
comtempla nenhuma forga horizontal, pelo que na posicdo de 180° e velocidade inicial nula, ele
deveria permanecer 14 indefinidamente. No entanto tal ndo acontece...
Este fendomeno deve-se a limitada resolugdo numérica da maquina de simulagdo, em que =«
radianos ndo € exactamente o valor associado, mas um pouco menos (erro introduzido na tltima
casa binaria), por isso, ao fim de algum tempo cai para a posi¢do nula!



