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CAPITULO 03
CINEMATICA DIRETA DE POSICAO.

REPRESENTACAO DE DENAVIT-HARTENBERG

3.1 INTRODUCAO

Neste capitulo serdo desenvolvidas as equacdes para a cinematica direta de posicdo pare
manipuladores rigidos. O problema da cinematica direta pode ser estabelecido da seguinte maneira: dadas
as variaveis das juntas de um robd, determinar a posicdo e a orientacdo do 6rgdo terminal. Assim, nc
caso de um robd articulado do tipo RRR-RRR, as dadas varidvels das juntas sdo os angulos g, i = 1, 2, ...,
6 entre os membros do robd e o problema da cinematica direta de posi¢ao pode ser assim esquemati zado:

Cinemética
g,i=1,2,..,6® Direta ® Xo, Yo, Zo, N, S, @
de Posicéo

onde Xo, Yo € Zp S80 as coordenadas cartesianas do 6rgdo terminal e n, s e a S0 0S vetores cujos
componentes sao 0s cossenos diretores dos angulos formados pelos eixos Xe, Vs € Zs do sistema do érgéc
terminal com os eixos do sistema da base, Xo, Yo € Zo, respectivamente.

A obtencdo das equacdes que resolvem o problema da cinematica direta, com base em
conhecimentos de geometria e trigonometria, € relativamente fécil para manipuladores muito simples, comc
no caso do manipulador planar ilustrado no capitulo 1. Para robGs espaciais, entretanto, a formulacdo se
torna bastante complexa, sendo preferivel utilizar a representacdo de Denavit-Hartenberg, consagrade
em mecanismos e em robGtica. Tal representacdo permite tratar qualquer tipo de manipulador de ume
maneira sistemética, facilitando muito a obtencéo das equagdes da cinematica direta de posicéo.

3.2 CADEIAS CINEMATICAS

Para fins de andlise cinematica, pode-se considerar o robd como uma cadeia cinematica, ou sgja,
um conjunto de membros rigidos conectados entre si por juntas. Em Robdtica Industrial, tais juntas sac



Capitulo 3 - Cinematica Direta de Posicdo. Representacdo de Denavit-Hartenberg 2¢&

muito simples, dos tipos rotativa (R) ou prismética (P), as quais permitem apenas um grau de liberdade.
Assim, a acdo de cada junta pode ser descrita por uma sO quantidade: o angulo de rotacdo, no caso de
juntas R, ou o deslocamento linear, no caso de juntas P. O objetivo da cinemética direta é determinar ¢
efeito cumulativo do conjunto de variaveis das juntas.

A cadeia cinemética representativa de um robd pode ser aberta, na qual existe apenas uma junte
conectando dois membros consecutivos, ou fechada, quando pode-se ter mais de uma junta conectandc
dois membros consecutivos. No presente curso seréo estudados apenas os robds com cadeia cinemétice
aberta, os quais constituem a grande maioria dos robds industriais.

3.3 CONVENCAO PARA MEMBROS, JUNTAS E SISTEMAS DE COORDENADAS

Um robd com cadeia cinemética aberta pode ser considerado como composto de n + 1 membros
(incluida ai a base, que € sempre o membro 0), conectados por n juntas. Os corpos séo humeradosde 0 an,
apartir da base. As juntas sdo numeradas de 1 an, sendo que ajuntai conecta o membro i a0 membroii - 1.
A i-ésma variavel da junta é denotada por g e pode ser um deslocamento angular (junta R) ou um
deslocamento linear (junta P).

A cada membro do rob6 é associado um sistema de coordenadas cartesianas. 0 sistema OgXoYoZo €
associado a base 0, 0 sistema O;X;Y:2; € associado ao membro 1 e assim por diante. Devido a consideracac
de corpo rigido, qualquer ponto do membro i+1 tem coordenadas constantes com relagdo a0 sisteme
Oxiyizi. A fig. 3.1 ilustratais convencgoes.
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Fig. 3.1 Convengdo para membros, juntas e sistemas de coordenadas
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3.4 OBTENCAO DAS EQUACOES DA CINEMATICA DIRETA DE POSICAO

Seja A'i.; a matriz de transformacdo do sistema do membro i para o sistema do membro i-1. Comc
cada junta tem apenas um grau de liberdade, a matriz A';.; é funcdo apenas da variavel dajunta, g:

Aii_l = Aii_l (q,) (331)

Obviamente, a matriz A',.; ndo é constante, mas varia & medida que muda a configuracdo do manipulador
no espaco, durante o seu movimento.

A posicdo e a orientacdo do 6rgéo terminal, em relacdo ao sistema da base, pode ser obtida de
duas maneiras.

(a) percorrendo a cadeia cinemdtica aberta, a partir da base até o 6rgéo terminal, passando por todos os
membros, ou sgja, considerando as rotagdes sucessivas em torno dos sistemas dos membros, 0s quais Sac
Sistemas correntes:

H% = A'0A% ... ATy (3.4.1)

onde cada transformacdo homogénea A';.; é dada por

Azgi O 3.4.2

180 U (342)

e onde R'i.; é amatriz de rotagio do sistema Oixyiz; para o sistema O,.1Xi.1yi1Zi1 € d'i.1 € 0 vetor posicdo de
origem do sistema O,x;yiz; em relacéo ao sistema O;.1Xi.1Yi-1Zi-1.

(b) indo diretamente do sistema da base a0 sistema da garra, através da matriz de transformacac
homogénea

7z

3

n n
o dg

o 1 (3.4.3)

ce o

Hno =

DD

onde R"y é a matriz de rotagdo do sistema do 6érgdo terminal Ox.y.z, em relacdo ao sistema da base
OoXoYoZo € d" € 0 vetor posicdo da origem do sistema do 6rgédo terminal Onx.ynz, em relacdo ao sistema de
base OgXoyozo.

Portanto, a cinemética direta de posicdo resume-se em determinar as matrizes dadas pelas egs.
(3.4.1) e (3.4.3) eiguaérlas, obtendo-se 12 equagdes que fornecerdo a posicao do érgéo terminal (através
da igualdade dos 3 elementos correspondentes ao vetor posicao) e a orientagdo do 6rgdo terminal (atraveés
da igualdade dos 9 elementos correspondentes a matriz de rotagdo), em funcéo das varidveis das juntas.

E possivel obter-se uma simplificaciio consideravel, utilizando a chamada representagio de
Denavit-Hartenberg.
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3.5 REPRESENTACAO DE DENAVIT-HARTENBERG (DH)

Na representacdo DH, consagrada em Robdtica, cada matriz A'i.; é representada pelo produto de
quatro transformacdes bésicas:

Aii—l = Rz,qu,de,aRx,a (35 1)

onde R,y representaarotacdo q em torno do eixo z (sina positivo dado pelaregra da méo

direita),

T,q representaatranslacéo d ao longo do eixo z (sinal positivo quando a translacéo
concorda com o sentido do eixo),

Txa representaatranslacéo aao longo do eixo x (sinal positivo quando a translacéo
concorda com o sentido do eixo) e

Rxa representaarotacdo a em torno do eixo x (sina positivo dado pelaregra da méo
direita).

Os parametros q, d, a e a sdo chamados parametros do membro ou parametros DH, os quais
recebem as denominagdes seguintes:

g =angulo

d = excentricidade
a= comprimento
a =torcéo

Desenvolvendo a eg. (3.5.1), obtem-se:

Aii—1:
[msei sengs 0 D—[l 0 0 oTl 0 0 a|l 0 0 ﬂ
|senei cose; [ DID 1 0 Dlﬂ 1 0 D|EI COSei  -SEfloi D|
| O 0 1 0Jo 0o 1 o 01 0|0 sena; cose; O]
L ] 0 ] 110 non 110 00 110 1] 0 lJ
écosq  -Sengicosa;  Sengisena; & cosgU
é a
. ~SeNg  COSgiCoSa; -COSgiSeNa; & seng .
ou FURES e ! 4 (35.2)
e 0 ENa; COSa; d 0
E 0 0 0 1 H

Como A'.; é funcdo apenas da varidvel da junta, g, conclui-se que trés dos quatro pardmetros DH sic
constantes para um determinado membro do manipulador, enquanto que o quarto parametro (g, para juntas
R ou d, parajuntas P) é avariavel dajunta.
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Conforme foi visto anteriormente, uma matriz de transformacao homogénea é caracterizada por seis
guantidades. trés angulos de rotacdo (que podem ser os angulos de Euler ou os angulos de navegagac
RPY) e trés componentes do vetor deslocamento. Na representacdo DH, existem apenas quatrc
parémetros. Tal reducéo na quantidade de pardmetros € possivel devido a uma certa liberdade de escolhe
da posicao da origem e dos eixos coordenados do sistema do membro i, se forem satisfeitas as seguintes
condicgdes DH:

DH1: oeixoz.; éoeixodajuntai;

DH2: 0 eixo x; é perpendicular ao eixo z.;, apontando no sentido do afastamento desse Ultimo e intercepte
0 €IX0 Zi.;.

A fig. 3.2 ilustra a representacdo DH:

Juntai-1

Fig. 3.2 Representacéo DH

Com base nafig. 3.2, pode-se, agora, dar uma interpretacao fisica a cada parametro:

a = distancia, ao longo de x;, de O; a intersecdo dos eixos x; e z.; (ou a disténcia mais curta entre o<
€iX0S Z;1 € Z);

d = distancia, ao longo de z.;, de O;.; aintersecdo dos eiXos X; € z;.1;

a;= angulo do eixo z.; parao eixo z, medido em torno de x; (sinal dado pela regra da méo direita);

o] angulo do eixo x;.; para 0 eixo x;, medido em torno de z;_;, (sinal dado pelaregra da méo direita).
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3.6 ALGORITMO DE DENAVIT-HARTENBERG PARA A CINEMATICA DIRETA DE POSICAO

PASSO 1:

PASSO 2:

PASSO 3:

PASSO 4:

PASSO 5:

PASSO 6:

(Obs.: adefinicao dos sistemas de coordenadas ndo € Unica)
Localizar e nomear 0s eixos das juntas, zo, i, ... , Zn1, podendo ser 0s mesmos de rotacac
(junta R) ou de trandacdo (junta P). O eixo z, deverd apontar para 0 ombro. Para robds
com braco (e/ou antebraco) a esquerda ou a direita do ombro, 0s eixos z; (e/ou z,) deverr
apontar no sentido do tronco para o braco.

Estabelecer o sistema da base OgXoyozo. Colocar Op em qualquer lugar sobre z,. Os eiX0s Xo
e Yo devem completar um triedro destrogiro. Colocar X, € Yo em posi¢des convenientes.

PARAI=1,2,..,n-1, REALIZAR OS PASSOS 3 A 5:
Locaizar a origem O; onde a normal comum a z e z.; (reta que contem a menor distancie
entre z e z.;) intercepta z.. Se z intercepta z.4, localizar O; nessa intersecdo. Se z e z.1 S&c

paralelos, localizar O, najuntai.

Estabelecer x; ao longo do produto vetorial *(z; x z.1), através de O;, ou da normal comum
a0s eIX0s z € z;.1, quando eles forem paralelos.

Estabelecer y; de modo a completar um sistema destrogiro.

Estabelecer 0 sistema do érgéo terminal, Opxnynz,, conforme fig. 3.3, onde:

Fig. 3.3 Sistema do 6rgdo termina

O, = centro do 6rgéo termina;

a = vetor unitario na diregdo de aproximagdo ao objeto (approach) z,.i;

s = vetor unitario na direcdo de abertura/fechamento da garra (sliding);

n =s X a = vetor unitario na direcdo normal, completa o sistema destrégiro.

Obs.: em caso de conflito da disposi¢do acima com a condigdo DH2, seguir essa Ultima.
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PASSO 7:

PASSO 8:

PASSO 9:

PASSO 10:

PASSO 11:

Criar umatabela com os parametros DH:

Corpo | & | a | d | q
*) | (%)
1
2
n
(*) variave, sejunta P (**) variavel, sejuntaR

Formar as matrizes de transformagdo homogénea, substituindo os parametros DH na
equacéo (3.5.2).

Formar a matriz de transformagcdo homogénea total, substituindo as matrizes obtidas no
passo 8 naeg. (3.4.1).

Formar a matriz de transformagdo homogénea total "direta”, usando a eqg. (3.4.3), aqual,
apos desenvolvimento, apresenta aforma

€COS(Xn,X0)  COS(Yn,Xo) COS(zn,X0) Xoll
gcos(xn,yo) cos(Y,,Yg) COS(zn,Y) yog
@cos(xn,z0) €COS(Yn,20) €COS(zn,20) Zo(]
E o 0 0 14

HE = (3.6.1)

Igualar as matrizes obtidas nos passos 9 e 10, obtendo as equacdes da cinemética
direta de posicéo.

Observacao - a convencdo DH fornece uma definic¢éo ndo Unica nos seguintes casos:

Para 0 sistema da base OgXoyoZo, SOmente a direcdo do eixo z, € especificada, logo Op € Xo podem
ser escol hidos arbitrariamente;

Para 0 sistema do 6rgdo terminal, OnX\ynz,, SOMente a escolha do eixo x, esta estabelecida (deve
estar ao longo do eixo z,,);

Quando dois eixos consecutivos sdo paralelos, a norma comum entre eles ndo esta unicamente
definida;

Quando dois eixos consecutivos se interceptam, a direcéo de x; é arbitraria;

Quando ajuntai é prismética, somente a diregdo do eixo z.; € determinada.
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As figuras 3.4 e 3.5, a seguir, correspondentes, respectivamente, ao robd articulado PUMA e ao robd de
Stanford, ilustram a aplicacéo dos passos 1 a 7 do algoritmo DH.

PARAMETROS DH PARA D ROBA PUKA

JUnta |

0 ; 1 o Limites r!::_iunm i
! i ) ; tgraus]
1 |6 —w| 0 0 ~1603 ~160 !
2 |y, 0] 4318mm 14909 mm -2333 43
3 63| %0 2031 mm u 45 5 125
4 B4 | -0 0 433,07 mm , —L10 & |70
BENCREED 0 0 - 100 3 104
i 1) _ﬂﬁ | [} 1] Sh.J9 am | — 266 3 266

Variaveis das juntas:

8; ,i=1,..,6

Fig. 3.4 — Sistemas de Coordenadas e Pardmetros DH para o rob6 articulado PUMA
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{Centro da D'I'}UH ¥
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H“‘“‘Origens
coincidem
L et {d4 = dj = U}

FARAMETROS DH FARA O ROEO
DE STANFORD
Juntai #; a; a; A

i 1 'ﬂl —90 G ﬂ']
Fa g =90 0
3 9; o 5 2 Variaveis das juntas:
4 8y -9 | 0o | @ 8): 031 dy, 6y, 85, ¢
5 8 -5 [ 0 0
6 % 0| 0 | &

Fig. 3.5 — Sistemas de Coordenadas e Parametros DH para o robo de Stanford
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3.7 EXEMPLO ILUSTRATIVO 1: ROBO CILINDRICO

A fig. 3.6 representa simbolicamente o robd cilindrico RPP. Usando o agoritmo DH, desenvolver
as eguactes da cinemética direta de posicdo para os trés primeiros graus de liberdade.

21| 20

|

2 0, zp /1'03 23
x3
/ Y2 ¥3
x2

A5

01 Y1

o9 Yo

|
o |

Fig. 3.6 Robd cilindrico

Solucéo
Passos 1 a 6: representados na propria figura.
Passo 7:
Corpo | & | a; | d | q
1 0 0 dl (O[]
2 0 | -90 | d; 0
3 0 0 ds 0

Passo 8: substituindo os parémetros DH na eg. (3.5.2):
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écosqy -seng 0 Ou
é a
< cos 0 O

i=1 Al,=¢€ * i u
e 0 0 1 dlu
€o o o0 1H
é 0 0 Oou

_, Az_g) 0 1 o

= 1780 -1 0 dag
€& o0 o 1H
6L 0 0 Ou

s Ag_go 10 04

= 2720 0 1 dag
€ o0 0 1H

Passo 9: substituindo as matrizes obtidas no passo 8 na eg. (3.4.1), obtem-se:

H30 = Alo A21 A32

écosy 0 -seng -dssenquu
é u
e 0 cos ds;cosa;
H, =€ A (3.7.1)
ao -1 o0 di+d, (g
€o 0 O 1 H

Passo 10: matriz de transformagéo homogénea total "direta’, usando a eg. (3.6.1):

€COS(Xn,X0)  COS(Yn,Xo) COS(zn,X0) Xoll
gcos(xn,yo) cos(Y,,Yg) COS(zn,Y) yog
@cos(xn,z0) €COS(Yn,20) €COS(zn,20) Zo(]
E o 0 0 14

HE =

Passo 11: igualando as matrizes obtidas nos passos 9 e 10, obtem-se as equacdes da cinematica direta de
posicao

COS(X3, Xo) = COSQy

COS(yg, Xo) =0

C0S(Z3, Xo) = -Senqy

COS(Xs, Yo) = Sendy

cos(Ys, Yo) =0

C0S(Z3, Yo) = COSU1
COS(Xg, Zo) =0
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cos(ys, Zo) =-1
COS(Zg, Zo) =0

que fornecem aorientacao do érgéo terminal, e
Xo = -dgsenql
Yo = dgcoml
Zp=th+d;

que fornecem a posi¢ao do 6rgdo terminal.

3.8 EXEMPLO ILUSTRATIVO 2: PUNHO ESFERICO

3€

Muito usado em robética industrial, caracteriza-se por trés rotagdes em torno de trés eixos zz, z4 €
Zs, que se interceptam num mesmo ponto, denominado centro do punho, conformeilustraafig. 3.7:

X4
(1) 25

Fig. 3.7 Punho esférico

C—

Note-se que as variaveis das juntas, 0, 0s € gs, S80 0s angulos de Euler f, g ey, com relagéo ao sistema de
coordenadas do punho, OsXayszs. Achar a matriz de transformagio homogénea H.

Solucéo

Trata-se, agora, de aplicar o algoritmo DH somente até o passo 9:

Passos 1 a 6: representados na propria figura.

Passo 7:

o
o

Corpo | & i o}
4 0|l-9 ]| O Q4
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5 [0] 9] 0] g
6 | 0| 0 | d | g

Passo 8: substituindo os parémetros DH na eg. (3.5.2):

éCOSQ4 0 -sengq Olzl
~sengs O cosgq 03
O -1 O 0qg
o o o 1

D

i =4 A=

aD @ D

€cosas sengs O

cosgs O

A

aD D @ (D
o
o]
[&)]
o +»r O O

D

0
sngs cosgs 0 0V

1

0

Passo 9: substituindo as matrizes obtidas no passo 8 na eg. (3.4.1), obtem-se:
H% = A% A% A% =

C4Cs5C6—S4S¢ —C4C55¢—54C¢ C4Ss C4Ssd6
S4C5Ce + CaS¢ —SaC58¢ + CaCe S4S5 SaSsds
—85C¢ 8556 cs csdg

0 0 o 1 (38.1)

onde foram usadas as notagdes senq, = $4, cosgs = C5, etc.

A eg. (3.8.1) é de extrema utilidade, ja que a grande maioria dos robds utilizam punhos esféricos.

3.9 EXEMPLO ILUSTRATIVO 3: ROBO CILINDRICO COM PUNHO ESFERICO

Como ultimo exemplo ilustrativo, considere-se a combinagdo robd cilindrico RPP com punhc
esférico RRR. Desenvolver as equagdes da cinematica direta de posi¢éo.
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Solucéo

Examinando as duas figuras anteriores, observa-se que o eixo de rotagdo da junta 4 do punhc
esférico coincide com o eixo zz do robd cilindrico. Logo, pode-se combinar as expressdes desenvolvidas
nos exemplos anteriores, egs. (3.7.1) e (3.8.1), passando diretamente ao passo 9 do algoritmo DH:

H®% = H%H"

Logo, executando o produto matricial acima e igualando o resultado obtido a matriz "direta" (passo 10),
chega-se as equactes da cinematica direta de posi¢ao (passo 11):

COS(Xe, Xg) = C1CAC5C6 - C1S4S6 + S1S5C6

Cos{Ye, Xo) = -C1CAC5S6 - C1S4C6 - S1S5S6

COS(ZB, Xo) = C1C4S5 - S1Ch

CoS(X, /o) = S1ICACEC6 - S1S4S6 - C1S5C6

coS(Ys, Yo) = -SLCACES6 - SISACE + C1S5S6 (3.9.1)
COS(ZB, yo) = S1C4S5 + C1C5

COS(Xe, Zo) = -SAC5CE - CAS6

Cos{Ye, Zo) = SAC5S6 - CACH

COS(ZB, Zo) =-S5

que fornecem aorientacao do érgéo terminal, e
Xo = d5C1C485 - deSlCS - ng].
Yo = deSlC485 + d5C1C5 + dgCl (392)
20:d1+d2'd58485

que fornecem a posi¢ao do 6rgdo terminal.
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PROBLEMAS

3.1 Detalhar o desenvolvimento das egs. (3.9.1) e (3.9.2).

3.2 O manipulador de Stanford (desenvolvido na Universidade de Stanford, USA) € um manipulador RRP-
RRR. Apresenta a caracteristica de ter uma excentricidade no ombro, conforme fig. 3.8, abaixo, na qual jé
estdo desenhados os eixos das juntas (passos 1 a 6 do algoritmo DH). Sendo o punho esférico, achar as
equacdes para a cinematica direta de posi¢ao.

Iy E
______ 4
xCJ%
20

[}
_fe__ R

z) Y2

x , /
1 T,

Fig. 3.8 Manipulador de Stanford

3.3 Desenvolver as equacOes para a cinemética direta de posicdo para o manipulador SCARA dc
Laboratorio de Manufatura Integrada por Computador. Testar para posi¢des conhecidas.

3.4 Desenvolver as equacles para a cinemética direta de posicao para o manipulador articulado MK 3 dc
Laboratorio de Manufatura Integrada por Computador. Testar para posi¢des conhecidas.

3.5 Desenvolver as equactes para a cinematica direta de posicéo para 0 manipulador articulado ER9 dc
Laboratorio de Manufatura Integrada por Computador. Testar para posi¢des conhecidas.



